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V.6 Factorización.

En matemáticas la factorización es una técnica que consiste en la des-
composición en factores de una expresión algebraica (que puede ser un núme-
ro, una suma o resta, una matriz, un polinomio, etc.) en forma de producto.
Existen distintos métodos de factorización, dependiendo de los objetos ma-
temáticos estudiados; el objetivo es simpli�car una expresión o reescribirla
en términos de �bloques fundamentales�, que reciben el nombre de factores,
como por ejemplo factorizar un número en números primos, o un polinomio
en polinomios irreducibles.

El teorema fundamental de la aritmética cubre la factorización de núme-

ros enteros, y para la factorización de polinomios aplica el teorema funda-

mental del álgebra.

Ejemplo simple de factorización:

Supongamos ahora que tenemos que pagar un artículo que cuesta 52 pesos
y sólo tenemos un billete de $500. Entonces, para determinar cuánto cambio
recibiremos podemos �factorizar� de la siguiente manera:

500− 52 = 400 + 100− 52

= 400 + (100− 52)

= 400 + 48

= 448

En álgebra, la factorización de polinomios se utiliza para simpli�car
la tarea de encontrar la solución de ecuaciones, simpli�car expresiones y en
general para facilitar su manipulación. Existen varios métodos para factorizar
polinomios, a continuación veremos los más comunes.

Factor común (Monomio como factor común).

Encontrando, por inspección, el monomio que es el máximo común divisor

de todos los términos del polinomio y factorizándolo como un factor común,
aplicando de la propiedad distributiva, se escogen los término que tengan el
menor exponente.

Ejemplos: Factorizar los siguientes polinomios.

1. 4a3b + 10a2b2

Por inspección, el monomio que representa el MCD es (2a2b); entonces:

4a3b + 10a2b2 = (2a2b)(2a) + (2a2b)(5b)

= (2a2b)(2a + 5b)
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2. 6x3y2 + 8x4y3 − 10x5y3

En este caso, el monomio que representa el MCD es (2x3y2); entonces:

6x3y2 + 8x4y3 − 10x5y3 = (2x3y2)3 + (2x3y2)(4xy)− (2x3y2)(5x2y)

= (2x3y2)(3 + 4xy − 5x2y)

Factorización de polinomios por agrupación de
términos.

La factorización por agrupación se realiza mediante la selección de los
términos en el polinomio en dos o más grupos, donde cada grupo se puede
factorizar mediante un método conocido. Los resultados de estas factorizacio-
nes parciales se pueden combinar, algunas veces, para dar una factorización
de la expresión original.

Ejemplos: Factorizar los siguientes polinomios.

a) 4x2 + 20x + 3xy + 15y:

1. Agrupar los términos similares, (4x2 + 20x) + (3xy + 15y)

2. Factorizar por elMCD en cada agrupación, 4x(x + 5) + 3y(x + 5)

3. Factorizar el factor común del binomio, (x + 5)(4x + 3y)

b) 5x4y + 3x2y − 9xz − 15x3z:

1. Agrupar los términos similares, (5x4y + 3x2y) + (−9xz − 15x3z)

2. Factorizar por elMCD en cada agrupación, x2y(5x2 + 3)− 3xz(3 + 5x2)

3. Factorizar el factor común del binomio, (5x2 + 3)(x2y − 3xz)

c) 2ab + 2a− b− 2ac + c− 1:

1. Agrupar los términos similares, 2ab− b− 2ac + c + 2a− 1

2. Factorizar por elMCD en cada agrupación, b(2a− 1)− c(2a− 1) + (2a− 1)

3. Factorizar el factor común del binomio, (2a− 1)(b− c + 1)
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Otra forma de factorización de polinomios por
agrupación de términos es:

Las expresiones de la forma Ax2 + Bx + C se pueden factorizar por
agrupación. De manera general para factorizar este tipo de polinomios hay
que encontrar dos números a y b tal que:

ab = AC

a + b = B

Por ejemplo, si tenemos el polinomio 9x2 − 41x− 20:

ab = (9)(−20)
ab = −180

a + b = −41

Tenemos que encontrar a y b, la lista de los factores de−180. Los factores
que sumen −41 serán a y b.

Los factores de 180 son: (2)(2)(3)(3)(5); entonces cuando a es 4 y b es
-45 se cumple que:

ab = (9)(−20)
ab = −180

a + b = (4) + (−45)
a + b = −41

Ahora hay que reescribir el polinomio para que tenga la forma :

9x2 + (4x− 45x)− 20

Por inspección, agrupar términos:

(9x2 + 4x) + (−45x− 20)

Factorizar el MCD en cada grupo:

x(9x + 4)− 5(9x + 4)

Factorizar el factor común del binomio:

(9x + 4)(x− 5)
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Diferencia de dos cuadrados.

Una diferencia de cuadrados es el resultado del producto de dos binomios
conjugados:

a2 − b2 = (a + b)(a− b)

Lo cual implica que para factorizar una diferencia de cuadrados, se extraen
las raíces cuadradas de los términos y se forma un binomio. Finalmente se
expresa el producto de este binomio por su conjugado.

Ejemplos. Factorizar las siguientes expresiones:

1) x2 − 4

Se extraen las raíces de los términos:
√
x2 = x
√
4 = 2

se forma el binomio: (x + 2) y se multiplica por su conjugado:

(x + 2)(x− 2)

por lo cual: x2 − 4 = (x + 2)(x− 2)

2) a2 + 2ab + b2 − x2 + 2xy − y2

a2 + 2ab + b2 − x2 + 2xy − y2 = (a2 + 2ab + b2)− (x2 − 2xy + y2)

= (a + b)2 − (x− y)2

= [(a + b) + (x− y)][(a + b)− (x− y)]

= (a + b + x− y)(a + b− x + y)
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Factorización de un Trinomio cuadrado perfecto.

Una cantidad es cuadrado perfecto cuando es el producto de dos facto-
res iguales, es decir, es el cuadrado de otra cantidad. Por ejemplo, 9a2 es
cuadrado perfecto, ya que es el cuadrado de 3a.

Se conoce como trinomio cuadrado perfecto (TCP) al resultado que se
obtiene de elevar al cuadrado un binomio:

(a + b)2︸ ︷︷ ︸ = a2 + 2ab + b2︸ ︷︷ ︸
Cuadrado de un binomio Trinomio cudrado perfecto

Para identi�car si un trinomio es cuadrado perfecto, se debe cumplir que
dos de sus términos sean cuadrados perfectos y que el otro término corres-
ponda al doble producto de las raíces cuadradas de los términos cuadráticos.

Ejemplos. Determinar si los siguientes trinomios son cuadrados
perfectos:

1) 16x2 + 40xy + 25y2

Primero se comprueba que dos términos sean cuadrados perfectos:
√
16x2 = 4x√
25y2 = 5y

y que el doble producto de las raíces cuadradas debe ser igual al otro término:

2(4x)(5y) = 40xy

por lo tanto el trinomio, es un TCP y la factorización queda:

16x2 + 40xy + 25y2 = (4x + 5y)2

2) w4 − 8w2z3 + 16z6

Se comprueba que dos términos sean cuadrados perfectos:
√
w4 = ±w2

√
16z6 = ±4z3

y que el doble producto de las raíces cuadradas debe ser igual al otro término:

2(−w2)(4z3) = −8w2z3

2(w2)(−4z3) = −8w2z3

por lo tanto el trinomio, es un TCP y la factorización queda:

(w2 − 4z3)2 o bien (4z3 − w2)2
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Factorización del cubo de un binomio (Suma o
diferencia de cubos).

Una cantidad es cubo perfecto cuando es el producto de tres factores
iguales, es decir, es el cubo de otra cantidad. Por ejemplo, 125x3 es cubo
perfecto, ya que es el cubo de 5x.

El cubo de un binomio es de la forma:

(x + y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

y cumple las siguientes características:

Posee cuatro términos.

El primero como el último término son cubos perfectos.

El segundo término es el triple producto del cuadrado de la raíz cúbica
del primer término por la raíz cúbica del último.

El tercer término es el triple producto de la raíz cúbica del primer
término por el cuadrado de la raíz cúbica del último.

Para veri�car que la factorización de una expresión de cuatro términos es
el cubo de un binomio se debe proceder de la siguiente manera:

1. Se ordena el polinomio en forma descendente o ascendente respecto a
una literal.

2. Se extrae la raíz cúbica del primer y último términos del polinomio.

3. Se observa si todos los signos son iguales o si se alternan.

4. Se triplica el cuadrado de la raíz cúbica del primer término por la raíz
cúbica del último y se compara con el segundo término del polinomio
dado.

5. Se triplica la raíz cúbica del primer término por el cuadrado de la raíz
cúbica del último y se compara con el tercer término de la expresión.

6. Si las dos comparaciones hechas en los pasos previos son iguales, se
trata del desarrollo del cubo de un binomio y se factoriza así: se forma
un binomio con las raíces cúbicas del primer y último término del poli-
nomio, con los signos que se obtengan (si todos los signos son iguales)
o por el signo menos (si los signos se alternan). Finalmente, se eleva el
binomio al cubo.
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Ejemplos. Factorizar los siguientes polinomios:

1) k3 + 3k2 + 3k + 1

Se extraen las raíces cúbicas de los términos extremos:
√
k3 = k
√
13 = 1

El triple producto del cuadrado de la raíz cúbica del primer término

por la raíz cúbica del último es:

3(k2)(1) = 3k2

El triple producto de la raíz cúbica del primer término por el cuadrado

de la raíz cúbica del último es:

3(k)(12) = 3k, que es igual al tercer término.

Dado que todos los signos son positivos, el binomio al cubo formado por

las raíces cúbicas de los extremos es: (k + 1)3

entonces: k3 + 3k2 + 3k + 1 = (k + 1)3

2) 8q9 − p6 + 6q3p4 − 12q6p2

Se ordena el polinomio con respecto: q

8q9 − 12q6p2 + 6q3p4 − p6

Se extraen las raíces cúbicas de los términos extremos:
3
√

8q9 = 2q3

3
√
−p6 = −p2

El triple producto del cuadrado de la raíz cúbica del primer término

por la raíz cúbica del último es:

3(2q3)2(−p2) = −12q6p2, el cual es igual al segundo término

El triple producto de la raíz cúbica del primer término por el cuadrado

de la raíz cúbica del último es:

3(2q3)(−p2)2 = 6q3p4, que es igual al tercer término.

Dado que los signos se alternan, el binomio al cubo formado por las

raíces cúbicas de los extremos es: (2q3 − p2)3

entonces: 8q9 − 12q6p2 + 6q3p4 − p6 = (2q3 − p2)3
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Suma o diferencia de dos potencias n-ésimas.

Las factorizaciones n-ésima de diferencias y sumas de potencias se pueden
ampliar a cualquier potencia entera positiva n.

Para cualquier n, una factorización general es:

an − bn = (a− b)(an−1 + ban−2 + b2an−3 + · · ·+ bn−2a + bn−1)

an − bn = (a− b)

n−1∑
i=0

an−1−ibi

La fórmula correspondiente para la suma de dos potencias n-ésimas de-
pende de si n es par o impar. Si n es impar, b puede se reemplazado por −b
en la fórmula anterior, para obtener:

an + bn = (a + b)(an−1 − ban−2 + b2an−3 − · · · − bn−2a + bn−1)

Si n es par, consideramos dos casos:

1. Si n es una potencia de 2 entonces an + bn no se puede factorizar (más
precisamente, irreducible sobre los números racionales).

2. De otra manera, n = m · 2k,m > 1, k > 0 donde m es impar. En
este caso tenemos,

an + bn = (a2k

+ b2
k

)(an−2k − an−2·2k

b2
k

+ an−3·2k

b2·2
k − · · · − a2k

bn−2·2k

+ bn−2k

)
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